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LrBER DIE GRAPHEN DER EINF A CHEN LIE-ALGEBREN 
VON 
WERNER BOS 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of March 26, 1966) 
Die bei der Klassifikation der einfachen Lie-Algebren uber dem kom-
plexen auftretenden Korper Vektorsysteme haben die Eigenschaft, daB 
das innere Produkt je zweier Vektoren eines solchen Systems nur 
die Werte 0, -!, -iV2, -iV3 annimmt. Ferner laBt sich jedem hierbei 
zugelassenen System ein Graph im R2 zuordnen. In dieser Arbeit wird 
gezeigt, daB umgekehrt durch die Menge der auftretenden Graphen die 
W erte der skalaren Produkte mit einer Ausnahme bestimmt sind. Die 
Ausnahme bildet der letzte der oben angefuhrten Werte, der fiir die 
Menge dieser Graphen dem Betrag nach minimal ist. 
Sei ~(u, v, w) fur 0<u<:;v<:;w<1 die Menge aller Systeme P von 
V ektoren reeller euklidischer Raume mit den Eigenschaften: 
(a) Aus a E P folgt lal = 1. 
(b) Die Elemente von P sind linear unabhangig. 
(c) Fur a, {3 E P, a =1= {3, ist das inn ere Produkt 
(a, {3) eine der Zahlen 0, -u, -v, -w. 
(d) P ist nicht Vereinigungsmenge zweier Mengen P1, P2 mit (a1, a2) = 0 
fur <Xi E Pi (i = 1, 2). 
~(!, W2, W3) ist bekanntlich die Menge derjenigen Systeme von 
Vektoren, die bei der Klassifikation der einfachen Lie-Algebren uber dem 
komplexen Korper auftreten ([1], [2]). Diese Menge laBt sich also leicht 
bestimmen und jedes System P E ~(!, tv2, W3) laBt sich durch seinen 
Graphen F(P) im R2 veranschaulichen. 
Auch im allgemeinen Fall laBt sich jedem P E ~(u, v, w) ein Graph 
F(P) zuordnen. Wir verstehen unter einem Graphen eine Figur im R2, 
die aus endlich vielen Punkten in allgemeiner Lage (den "Ecken") besteht, 
wobei zwischen gewissen Paaren dieser Ecken 1-, 2- oder 3-fach zu zahlende 
Strecken gezogen sind 1 ). Zwei Graphen mogen gleich heiBen, wenn sich 
die Ecken so bijektiv aufeinander abbilden lassen, daB sich die Ver-
bindungsstrecken einschlieBlich der Vielfachheiten entsprechen. F(P) wird 
erhalten, indem man die endlich vielen Vektoren von P bijektiv auf eine 
Teilmenge von Punkten des R2, die sich in allgemeiner Lage befinden, 
1) Verschiedene Strecken di.irfen sich i.iberschneiden. 
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abbildet und je zwei Punkte dieser Teilmenge genau dann durch eine 
i-fach gezahlte Strecke verbindet, wenn die entsprechenden Vektoren 
i-fach gebunden sind (i = 1, 2, 3). Dabei heiBen zwei Vektoren <X, {J E P 
ungebunden, einfach, zweifach oder dreifach gebunden, je nachdem 
(<X, {J)=O, -u, -v oder -w ist. Sei F(u, v, w)={F(P); P E ~(u, v, w)}. 
Der folgende Satz zeigt nun, daB in dem oben angefiihrten wichtigen 
Spezialfall die Menge der Graphen die Parameter u, v, w weitgehend 
bestimmt. 
Satz: 
(1) F(u, v, w) = F(i, W2, iJI3) 
ist gleichwertig mit 
(2) 
Beweis: Wir zeigen zunachst, daB aus (2) die Aussage (1) folgt: 
F(i, iJI2, w) und F(i, iV2, W3) stimmen jedenfalls iiberein his auf 
Graphen, die wenigstens eine dreifach gezahlte Strecke enthalten. In 
F(i, W2, W3) gibt es nur einen solchen Graphen namlich 
0 0 
Dieser Graph gehort auch zu F(i, W2, w), da das Vektorsystem 
P={<XI,<X2} mit <Xl=e1 2),<X2=(-w,V1-w2,0, ... ,0) zu ~(i,W2,w) 
gehOrt. 
Genau wie in [2] beweist man ferner, daB dies auch das einzige Vektor-
system mit einer dreifachen Bindung aus ~(!, iJI2, w) ist. Der dortige 
Beweis bleibt namlich richtig, wenn man iV3 durch eine Zahl w mit 
W3<w<l ersetzt.3) 
Urn zu zeigen, daB aus (1) die Aussage (2) folgt, bemerken wir zunachst, 
daB in F(i, W2, iJI3) folgende Graphen 4) nicht vorkommen: 
o-b-o 0 (j 6 0 0 0 0 
F1' F2' Fa' 
2) Mit e1, ••• ,en bezeichnen wir stets die Basisvektoren eines geeignet gewalhten 
kartesischen Koordinatensystems. 
3 ) Es geniigt, hier zu zeigen, daB fur tJ!3~w der im folgenden Hilfssatz mit 
Fa' bezeichnete Graph nicht in F(t, tJ!2, w) liegt. Dies folgt durch Umkehrung des 
Teils c) des Beweises dieses Hilfssatzes. 
4 ) Die Auswahl dieser Graphen ist teilweise willkiirlich. 
Z.B. kann man F1' ersetzen durch F1"· Ubrigens kann man 
hierbei leicht erkennen, daB die zu Beginn gemachte Voraussetzung 
O<u, v, w aus (I) folgt, also auch noch weggelassen werden kann. 
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und, da.B fiir jede Zahl i = 3, 4, . . . die Graphen r 1: 
o~ __ _,o·---o~---o ············· ... o---~o 
CXJ-1 
in T(!, !V2, !V3) enthalten sind. 
Daher geniigt es den folgenden Hilfssatz zu beweisen. 
Hilfssatz: 
Aus T/ ¢ T(u, v, w), i = 1, 2, 3 und T1 E T(u, v, w), j = 3, 4, 5, ... folgt (2). 
Beweis: 
a) Wegen Tt' ¢ T(u, v,w), i= 1, 2, ist !<u und 1/V2..;;;v. Ware namlich 
u<j, bzw. v< 1/V2, dann wiirde das folgende Vektorsystem Pt, bzw. P2 
in ~(u, v, w) liegen, das Tt', bzw. n' als Graphen hat. 
P1: rxt=eJ,i=1, ... ,4; rxs=(-u, -u, -u, -u,V1-4u2,0, ... ,0) 
P2: fXJ=eJ, i = 1, 2; rxa= ( -v, -v, V1-2v2, 0, ... , 0) 
b) Bei geeignetem Koordinatensystem haben die V ektoren 
rxk, k= 1, ... , i des in ~(u, v, w) liegenden Vektorsystems mit Graphen T1 
die Koordinaten 
fXI = (1, 0, ... , 0) 
( 1/1-v2 ) fX2 = -v, r-1-, 0, ... , 0 
( 1/~ 1/1-v2-u2·1 ) rxa = 0, - r. 1- v2' r 1-v2 ' 0, ... ' 0 ... 
Allgemein setzen wir 
(3) rxk = (o, ... , o, *· 1/ Yk , o, ... , o) k=2, 3, ... , 
ck-lJ V Yk-1 
(k) 
wobei wir Yt=1, Y2=1-v2 gesetzt haben. Wegen (rxi,fXk+t)=O fiir 
i=1, ... ,k-1 und (rxk,fXk+t)=-u fiir k=2, 3, ... , erhalt man bei dieser 
Wahl des Koordinatensystems 
(4) 
Wegen rj E r (u, v, w) fiir i = 1, 2, 3, ... ergibt sich eine Folge Yk, 
k= 1, 2, 3, ... , von Polynomen in u und v, die mit Yt= 1, Y2= 1-v2 beginnt 
und (4) erfiillt 5). Aus (3) folgt sofort durch lnduktion nach k, da.B aile 
diese Polynome fiir die in Frage kommenden Werte von u und v positiv 
sein miissen. 
(5) Yk>O k= 1, 2, 3, ... 
6) 'Obrigens sind alle diese Polynome als Polynome in v quadratisch. Das w1rd 
jedoch zum Beweis nicht benutzt. 
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Wegen 
ist 
(6) 
Sei nun Az eine Funktion von u, so daB 
(7) 
ist, dann konnen wir nach folgender Uberlegung eine neue solche Funktion 
Al+l erhalten: 
Yk+l = Yk- u2Yk-1 > AzYk k = 2, 3, ... 
(1- Az)yk > u2yk-1 
Dar a us folgt wegen ( 5) und ! < u ( vergl. a)) 
(8) (1-Az)>O 
und daher 
(9) u2 Yk> 1_A1 Yk-1 k=2,3, .... 
Wir setzen wegen (6) und dieser Uberlegung 
(10) l=1, 2, 3, .... 
Nach a) ist f..:;;;u und daher ist (sogar fiir beliebige relle Zahlen Az) 
Az2 -Az+u2 ;;;.0, d.h. u2 ;>Az(1-Az). Wegen (8) folgt daraus 
(11) 
Aus (7) und (5) ergibt sich jetzt, daB die Folge Az, l= 1, 2, 3, ... fiir 
jeden in Frage kommenden Wert von u konvergiert. Fiir den Grenzwert 
A dieser Folge gilt wegen (10): 
u2 
A= 1 _A oder A2-A+u2=0. 
Diese Gleichung hat a her reelle Losungen nur fiir u <f. Also ist wegen a) 
u=i und daher A=f. 
Da die Ungleichung (7) bei festem k wegen (9) fiir l= 1, 2, 3, ... gilt, 
folgt Y2 > fy~, also 1-v2 >! oder v < 1/V2. Das ergibt wegen a) v = 1/V2. 
c) Wegen Fa' rf= r (u, v, w) und u=! ist fV3..:;;;w. Sonst wiirde namlich 
das folgende Vektorsystem Pain ~(u, v, w) liegen, das F3 ' als Graphen hat: 
P3: IXJ=eJ, j=1, 2; rx3=(-w, -!, V£-w2, 0 ... 0). 
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